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limites de las comparaciones entre paises?
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Resumen

El tipo de comparaciones mas comun en informes PISA, es aquel que utiliza cantidades estadisticas, como
promedio, desviacion estandar y cuantiles, que describen la distribucién de puntajes obtenidos por los
estudiantes. Sin embargo, este tipo de comparaciones son limitadas.

El objetivo de este estudio fue mostrar los alcances que tienen estas comparaciones entre paises y las
limitaciones de las mismas, introduciendo una forma visual que va mas alla del reporte y la comparacion de
estadisticos que describen la distribucion de puntajes.

Para ello, se aplicé una metodologia complementaria que se basa en estimadores no-paramétricos de la densidad
de puntajes, la que permitié entender los alcances y los limites de las comparaciones entre paises realizadas
mediante modelos lineales jerarquicos.

Entre los principales resultados, se encontré que la eficiencia que presenta un pais respecto de otro, no esta
explicada necesariamente por las covariables utilizadas y que, utilizando modelos lineales jerarquicos, es posible
realizar comparaciones bajo iguales condiciones.

Introduccidn

Ademas de la informacion de rendimiento de cada pais, uno de los contenidos de los informes PISA que se
espera con mucho interés, es el que compara el rendimiento de los diferentes paises participantes. Ello, por
cuanto la realidad nacional de un pais puede ser enriquecida por medio de analisis comparativos internacionales,
dado el amplio contexto que los mismos ofrecen para interpretar y comparar los resultados de cada pais (OECD,
2007a).

Las comparaciones que se presentan en los informes PISA (por ejemplo, OECD, 2007a, b y c), se basan
principalmente en descripciones de la distribucion de los puntajes obtenidos por los estudiantes. A nivel de pais,
frases como “Finlandia es el mejor pais evaluado en ciencias, obteniendo un puntaje promedio de 563 puntos”,
constituyen un ejemplo de reporte y comparacién basado en el promedio de los puntajes (OECD, 2007c). A nivel
de region (por ejemplo, América Latina) generalmente se reportan, ademas de comparaciones del puntaje
promedio, la variabilidad asociada a los puntajes dentro de cada pais. Ambas informaciones (el promedio y la
variabilidad asociada) son medidas Utiles para la descripcion de la distribucion de puntajes, pero son limitadas:
una comparacion mas acabada, requeriria, de, por ejemplo, una estimacién completa de la distribucion de los
puntajes.

Otro tipo de analisis que también se presentan en los informes PISA (OECD, 2007a) es el que permite
establecer, por ejemplo, como el rendimiento académico esta determinado por factores sociodemograficos y
socioculturales (tales como el nimero de libros en el hogar, el acceso a la tecnologia, y las politicas y practicas

! Ambos autores son profesionales del Centro de Medicién MIDE UC de la Pontificia Universidad Catélica de Chile. El
segundo autor ademas es Profesor Asociado del Departamento de Estadistica de la Pontificia Universidad Catolica de Chile.



educativa); con ello, es posible comprender y analizar la influencia de estos factores en el desarrollo del
conocimiento y de las destrezas en el entorno familiar y escolar, ademas de las implicaciones que tienen a la hora
de desarrollar una politica educativa. Frases como “Menos del 10% de la variacion en el rendimiento, es
explicada por el background del estudiante, en 5 de los 7 paises con el puntaje promedio mas alto en ciencias, o
sobre 530 puntos” (OECD, 2007b), sirven de ejemplo de este tipo de andlisis, en los cuales se compara el
rendimiento por pais, corregido por las covariables.

En otras palabras, se compara el efecto que tienen los diferentes factores en la explicacion de la variabilidad, al
interior de cada pais, ya sea individual o por establecimientos educacionales. La herramienta de andlisis utilizada
para este tipo de comparaciones son los modelos lineales jerarquicos.

Ahora bien, la comparacion basada en el efecto de ciertos factores, y la estimacion de la distribucion de puntajes,
no constituyen enfoques excluyentes, sino complementarios, en el sentido de que siempre es posible describir la
distribucién de puntajes predichos, una vez que se ha sido corregido por ciertos factores de interés.

En otro ambito, cabe sefialar que, un aspecto muy importante de considerar en grandes estudios de evaluacion
educacional, como PISA, es el caracter observacional?, de los mismos. Cuando los gobiernos y las agencias
educacionales solicitan recomendaciones de politicas educativas, estas recomendaciones se realizan a partir del
comportamiento de los factores en otro pais. Por ejemplo, para Chile, se compara el logro académico de los
alumnos de un pais, donde la variabilidad socio-econémica sea, en promedio, menor a la chilena, y se establece
qgue el logro educacional chileno mejoraria si las diferencias econémicas disminuyeran. Este tipo de
afirmaciones, que se justifican en el hecho de que existe al menos un caso donde esto ocurre, siempre se plantean
como una eventualidad posible: “podrian mejorar”, “podrian aumentar”. Este planteamiento condicional de las
recomendaciones, tiene su origen en el caracter observacional de estos estudios, porque de ellos, solo se puede
“suponer” que ocurrira un evento: nunca se tendra la posibilidad de probarlo, ya que ello implicaria, asignar a
diferentes sujetos (paises, en este caso), diferentes niveles socio-econémicos.

Teniendo en cuenta que toda recomendacion de politica educacional basada en la evaluacion PISA, esta limitada
por el cardcter observacional de los datos y por la informacién de las comparaciones (que utilizan sélo algunas
descripciones de la distribucion de puntajes), es importante entender el alcance que tienen las comparaciones
entre paises.

El objetivo de este estudio fue precisamente mostrar los alcances que tienen las comparaciones entre paises, y las
limitaciones de las mismas, asi como introducir una forma visual que va mas alla del reporte y comparacion de
estadisticos que describen la distribucion de puntajes. En otras palabras, dado que la comparacion que se
presenta en los resultados PISA (basada en promedio y variabilidad asociados), es limitada, uno de los objetivos
de este estudio consistid en aplicar un modelo de estimacion de la distribucion de puntajes que complementara el
analisis. Asimismo, considerando que las recomendaciones que actualmente emanan de los resultados PISA,
tienen un caracter condicional, en este estudio se analizaron las distribuciones de puntajes predichos, cuando se
corrige por factores de interés. De esta manera, fue posible entender los alcances que tienen las comparaciones
entre paises y las limitaciones de las mismas.

El presente articulo estd organizado en tres secciones. En la primera, se describe la metodologia utilizada,
haciendo una breve descripcion de los estimadores no paramétricos de densidad, que son los que en este estudio
se propone utilizar, como complemento a los datos de promedio y variabilidad que se entregan en los resultados
PISA®. Ademas, se describen los modelos lineales jerarquicos, y se interpretan en el contexto de la comparacion
de paises. En la segunda seccion, se presentan los resultados obtenidos después de aplicar la metodologia a los
puntajes de la prueba de Ciencias PISA 2006. Finalmente, se ofrece una discusion de la metodologia y de cémo
utilizar los resultados obtenidos para la elaboracidn de politicas educacionales.

2 Un estudio observacional es una investigacion empirica de tratamientos, politicas o exposiciones, y de los efectos causados
por ellos, pero difiere de un estudio experimental, en el hecho de que un investigador no puede controlar la asignacion de
tratamientos a los sujetos (Rosenbaum , 2002).

® Estos estimadores seran una manera visual de describir la distribucién de puntajes, sean estos observados o predichos.



1 Metodologia del estudio

En este estudio, se hizo una comparacion entre los paises latinoamericanos que aplicaron PISA 2006, usando
estimaciones de las distribuciones de los puntajes predichos en la prueba de Ciencias, que se obtienen después de
corregir por factores de interés. La estimacion de la distribucién de puntajes se realiz6 utilizando estimadores no
paramétricos de la densidad, mientras que los puntajes predichos se obtuvieron mediante el uso de modelos
lineales jerarquicos.

La estrategia de analisis que se siguid se puede resumir en los siguientes puntos:

1. Para entender cémo los factores explican los puntajes, se ajustaron varios modelos que progresivamente
fueron incluyendo diferentes covariables. Posteriormente, se estimaron las distribuciones de puntajes
predichos, considerando el efecto particular del pais (efecto aleatorio). Como resultado de lo anterior, se
obtuvieron y compararon tantas distribuciones diferentes como modelos ajustados se aplicaron.

2. Para visualizar en qué consiste la explicacion de los puntajes por los factores (incluyendo el efecto pais),
se contrastaron las distribuciones de puntajes predichos, con la distribucion de puntajes observados. Esto
no es otra cosa que un “analisis visual de residuos”.

3. Para ofrecer una alternativa a la comparacion sefialada en 1), se compar6 a los paises por medio de los
puntajes predichos, considerando un efecto pais promediado o “efecto-pais nulo”. Esta UGltima
comparacion resulto pertinente, por cuanto el interés reside en predecir puntajes de estudiantes por pais
como si cada uno de ellos perteneciera al pais de efecto-pais igual a cero. En otras palabras, la
comparacion se hace bajo condiciones similares, no a nivel de las covariables, sino a nivel de lo que
representa a cada pais y que no esta incorporado en las covariables.

A continuacién, se presenta el detalle de la metodologia utilizada en la estrategia de analisis.

1.1 Estimadores no paramétricos de la densidad

1.1.1 Histograma

El histograma es el estimador de densidad mas ampliamente utilizado. Sirve para representar graficamente,
mediante barras, la distribucion de una variable de interés. Es una herramienta sumamente Gtil ya que permite
representar la informacién de manera resumida y facil de interpretar.

Para su construccion se requiere determinar un punto de origen, (), un ancho de banda (/) y, sobre la base de
ambos, se construyen intervalos en los cuales el valor del histograma, es proporcional a la cantidad de
observaciones que yacen en dicho intervalo* (Silverman, 1986).

Si bien el histograma es sumamente Util para la presentacion y exploracién de los datos, su construccion es
sensible a la eleccion del punto de origen y del ancho de banda. En otras palabras, la forma del histograma puede
variar considerablemente, dependiendo de la eleccion de estos pardmetros, y ello distorsiona una adecuada
interpretacién de la distribucion de los datos.

En la Figura 1 se muestran tres histogramas distintos, construidos a partir de los mismos datos, pero variando los
parametros involucrados en su construccion. En los histogramas (a) y (b), se mantuvo fijo el ancho de banda (/)
y se modifico el punto de origen (x(). En el histograma (c), se mantuvo el mismo punto de origen que en el
histograma (a), y se redujo el ancho de banda a la mitad.

* Para detalles técnicos de la construccién del histograma, ver Anexo 1.



Figura 1: Histogramas de puntajes, que consideran distintos anchos de banda y puntos de origen, para el mismo conjunto datos
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Al observar los tres histogramas, se pueden apreciar algunas diferencias entre los estimadores. El histograma (c)
parece mostrar una densidad bimodal que no es clara en los otros dos. Si se comparan los primeros dos
histogramas, se observa que el (a) posee una cola derecha con mucha mas masa que el (b). En resumen, el
analisis en base a histogramas presenta el riesgo de llevar a conclusiones sesgadas por las decisiones tomadas en
la construccion de los gréaficos. Asi, aunque el histograma es una forma préactica de representar la informacion, es
conveniente explorar otras alternativas para la estimacion de la densidad.

1.1.2 Estimacién no-paramétrica de densidades basada en Kernel

De manera similar al histograma, el estimador Kernel® considera dos parametros en su construccion: el de
suavizamiento (k) y la funcion de Kernel (K"). Para construirlo, se escoge K como una funcién simétrica de
densidad continua (por ejemplo una distribucién normal de media 0 y varianza 1), y se suman n densidades con
forma K, centradas en cada observacion, con una varianza igual a h>.

En la Figura 2 se muestran ejemplos de estimaciones basadas en Kernel, construidas con distintos valores de los
parametros®. En cada gréfico de la Figura 2 se aprecian siete curvas pequefias y una curva envolvente que es la
suma de las siete funciones pequefias y que corresponde a la estimacion Kernel. Los graficos (b) y (c) se
incorporaron para visualizar el efecto del pardmetro de suavizamiento que se observa en (a). En efecto, los
valores muy pequefios de h generan una estimacién menos suave (grafico b), mientras que los valores mayores
de h (grafico c), suavizan demasiado la estimacion, no dejando observar fenémenos locales.

Como ya se menciond, para la estimacion Kernel es necesario escoger el valor de h y la funciéon K. El criterio
para esta eleccion es el mismo que se utiliza para cualquier estimador, a saber, se intenta que la estimacion de la
densidad esté lo mas cerca posible de la verdadera densidad. Una medida de la discrepancia entre estas funciones
de densidad en cada punto es el Error Cuadratico Medio (ECM). Utilizando esta medida, se demuestra que la

% Para detalles técnicos de la construccion del estimador Kernel, ver Anexo 2

® Estas estimaciones solo tienen un fin ilustrativo, por lo que estan basadas en sélo 7 observaciones, aun cuando una
estimacion con tan pocos datos posiblemente no sea muy realista.



Figura 2: Estimacion de Kernel: (a) con ancho de banda 0.3, (b) con ancho de banda 0.1, (c) con ancho de banda 0.8
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El Kernel méas cominmente utilizado, es la densidad normal estandar, y por ello es el que se utilizd en este
estudio® para la estimacion de la distribucién de puntajes observados, y puntajes predichos corregidos por
covariables. La idea fue comparar dichas distribuciones visualmente y, ademas, calcular una distancia entre ellas,
para decidir si una es significativamente diferente de la otra.

1.2 Comparacion de resultados entre paises

Uno de los objetivos que se persigue al comparar paises, es tener algun criterio cuantitativo que permita decidir
cuando dos paises son similares y, consecuentemente, cudndo no lo son. Para este fin, una herramienta muy
utilizada en la comparacion entre paises en la prueba PISA, son los modelos lineales jerarquicos (Mizala y
Romaguera, 2000 y 2004), que se utilizan para analizar y comparar cémo determinados factores socio-
demograficos influyen en los resultados, y asi realizar recomendaciones de politica educacional enfocadas sobre
los factores modificables.

El rol de los factores explicativos s6lo puede especificarse teniendo en cuenta las propiedades estructurales de un
modelo lineal jerarquico, en particular, la interpretacion estadistica del efecto aleatorio que tipicamente
representa el efecto pais®. Una vez que este aspecto es explicitado, la comparacion entre paises se debe realizar
comparando las distribuciones de puntajes predichos (o explicados) por determinados factores. De esta manera,
sera posible entender el alcance de dichos factores en las predicciones (o explicaciones) de puntajes PISA 2006,
que son el sustrato de las comparaciones entre paises.

" Detalles técnicos de estos resultados pueden ser consultados en el Anexo 3.

8 Cabe aclarar que si se escoge otro Kernel, los resultados son practicamente iguales; para detalles, ver Silverman (1986)
® También puede denotar el efecto-escuela u otro tipo de efecto. Para decidir cuél efecto incluir en el modelo, es necesario
tener presente el significado estadistico del efecto aleatorio.



Una vez que se han obtenido puntajes predichos, corregidos por las covariables, siempre es posible obtener una
estimacion de la distribucion de dichos puntajes y posteriormente comparar dichas distribuciones .

1.2.1 Estrategia de analisis

En este estudio se utilizaron modelos jerarquicos de efectos aleatorios, para explicar los puntajes obtenidos en la
prueba PISA de Ciencias, por medio de factores, tanto a nivel individual, como a nivel de establecimiento
educacional.

La aplicacion de estos modelos se realiz6 sobre la informacién de los cuestionarios de padres, de
establecimientos y de profesores. Debido al tipo de comparacidn que interesaba, el analisis considerd al conjunto
de todos los paises (54 en total)™.

El primer paso en la construccion de la base de datos de este trabajo fue fusionar las bases de estudiantes y de
establecimientos (OECD, 2005, p.128). Un segundo paso consistié en eliminar los valores faltantes, para lo cual
se siguieron las recomendaciones del manual PISA 2003 (OECD, 2005, p.176). El ajuste contempl6 todos los
casos que restan, una vez que se han eliminado los datos faltantes. Todos los modelos jerarquicos con efectos
aleatorios analizados en este estudio fueron ajustados, utilizando el procedimiento MIXED de SAS (Littell y
otros, 2006). Finalmente, se realiz6 una estandarizacion de los pesos de manera que su suma fuera igual al
nimero de estudiantes en el conjunto de datos (OECD, 2005, p.174).

Cabe destacar que no se utiliz6 un solo modelo, sino que se ajustaron varios, incorporando paso a paso
determinadas covariables. Los puntajes predichos que se obtuvieron de cada uno de los modelos resultantes
fueron posteriormente comparados, utilizando sus respectivas estimaciones de densidad.

Para analizar la importancia de las covariables en el modelo, ademés de lo que tradicionalmente se reporta
(coeficientes de regresion, indicando el aporte de cada factor en la explicacion de los puntajes), se utiliz6 una
forma més informativa, que permite capturar lo que explicitamente explican las covariables. En efecto, por
medio de la comparacion entre los estimadores de densidad de los puntajes observados y el estimador de los
puntajes predichos por las covariables, se pudo visualizar con claridad en qué consiste la explicacién de los
datos, y como es la situacion comparada de los distintos paises.

1.2.2 ;Por qué modelos con efectos aleatorios?*

Como resulta fundamental mantener el aspecto condicional en las comparaciones, en este estudio se compararon
los puntajes de estudiantes pertenecientes a un cierto pais, condicional a sus covariables (tanto a nivel individual,
como a nivel de establecimiento) y, adicionalmente, condicional al efecto del pais.

Tradicionalmente, se asume que los modelos lineales jerarquicos poseen las siguientes caracteristicas:
(1) Si datos individuales (en este caso, los puntajes individuales en PISA 2006) estan anidados en grupos
(en este caso, paises), entonces se debe utilizar este tipo de modelos.
(2) El efecto aleatorio representa el efecto-grupo (en este caso, el efecto-pais) y al ser especificado en forma
aleatoria, se asume una stper-poblacion de la cual se extraen al azar los grupos que se tiene en la base de

10 Ademas de comparar graficamente las distribuciones de puntajes de los paises, se utilizé la distancia de Kolmogorov
entre las distribuciones correspondientes a fin de saber si dicha distancia era estadisticamente diferente de cero; para ello,
fue suficiente realizar un test de Kolmogorov-Smirnov, el cual esta basado en la distancia de Kolmogorov.

11 Sin embargo, se reportaron sélo las comparaciones entre Chile y paises latinoamericanos.

12 para un entendimiento acabado de las ideas que se presentan en esta seccién, se recomienda encarecidamente leer el
Anexo 4, en el cual se formalizan matematicamente los conceptos presentados.



datos bajo estudio. En nuestro ejemplo, esto corresponderia a afirmar que los paises de la base de datos
de PISA, han sido seleccionados al azar de entre los paises del mundo.

Cabe entonces hacerse la siguiente pregunta: ;es razonable afirmar que los paises que participan en la medicion
de PISA han sido seleccionados al azar del conjunto de los paises del mundo? Evidentemente que no; de hecho,
hay decisiones politicas y econémicas que deben satisfacerse para formar parte de la medicion de PISA. Por lo
tanto, si se mantiene la interpretacion tradicional de los modelos lineales jerarquicos, mencionada en los parrafos
anteriores, esta respuesta negativa implicaria inevitablemente que no se podrian ajustar modelos de multinivel,
donde el efecto aleatorio representa el efecto-pais.

Otra situacion en la cual la interpretacion tradicional de los modelos lineales jerarquicos no se satisface, es en el
analisis de datos censales. Por ejemplo, un analisis de valor agregado (que se operacionaliza por medio de un
modelo lineal jerarquico o de multinivel) a nivel de todos los establecimientos educacionales de Chile, no tendria
sentido, pues no existe una stper-poblacién de colegios chilenos.

Considerando las situaciones anteriores, cabe preguntarse si es posible proponer una interpretacion de los
modelos lineales jerarquicos que, por una parte, sea compatible con la estructura estadistica de los mismos y, por
otra, provea de criterios minimos que deben considerarse a la hora de decidir si una determinada base de datos
debe analizarse con este tipo de modelos.

En el marco de este estudio, se ha considerado que si es posible responder satisfactoriamente a estos dos
requerimientos, mientras se hagan explicitos los aspectos estructurales de los modelos lineales jerérquicosl3.

En el contexto de los modelos lineales jerarquicos, se puede demostrar que, una vez que se ha promediado
respecto de la distribucién de probabilidad del efecto aleatorio (que representa el efecto-grupo), el parametro
asociado a dicha distribucion representa la covarianza que existe entre las mediciones de cada pais y no, como
suele interpretarse, la varianza del efecto aleatorio. Por lo tanto, si teéricamente se supone que la dependencia
observada de las medidas individuales, se debe al grupo al cual pertenecen; entonces debe usarse un modelo con
efecto aleatorio™. Asi, por ejemplo, si se asume que los puntajes individuales en una prueba dependen unos de
otros, porque los individuos pertenecen a colegios diferentes, entonces se utiliza un modelo con efecto aleatorio,
gue se especifica a nivel de colegio. Si, por el contrario, se supone que esos puntajes dependen unos de otros,
porque los alumnos y alumnas han sido tratados por un mismo profesor, entonces se especificard un modelo de
efecto aleatorio, donde el efecto aleatorio se define a nivel de profesor.

En este trabajo, se asume que los puntajes individuales obtenidos en PISA 2006, dependen unos de otros, por el
hecho de que los individuos pertenecen a paises diferentes, por lo que se especificd un modelo de efecto
aleatorio, donde el efecto aleatorio se definié a nivel de pais.

Es importante mencionar que el aspecto jerarquico de estos modelos, lo define el efecto aleatorio en cuestién, y
no la estructura anidada de los datos. Mas aln, es posible especificar modelos jerarquicos con jerarquias mas
complejas, como por ejemplo un efecto aleatorio a nivel de colegio y de profesor; o de colegio y de pais. Estas
estructuras complejas pueden, ciertamente, ser especificadas sin atender a consideraciones tedricas; pero un buen
uso de estos modelos, necesita del entendimiento de las consideraciones tedricas, para luego especificar un
modelo en particular.

Este camino de modelizacion, implica muchas preguntas, cuando se usan modelos complejos. Por ejemplo, si
tedricamente suponemos que la dependencia entre los puntajes individuales depende de la pertenencia a
diferentes colegios y a paises especificos, entonces usaremos un modelo jerarquico con dos efectos aleatorios.

13 os aspectos estructurales de un modelo son como el "esqueleto” sobre el cual dicho modelo se monta: el significado que
el mismo tiene, depende completamente de ese "esqueleto”.
Y E| par4metro que representa esa dependencia es la covarianza que existe entre las mediciones de cada pais.



Lo que debe ser decidido tedricamente (es decir, con la intervencion de expertos educacionales, por ejemplo) es
el tipo de correlaciones que se pueden especificar entre los efectos aleatorios. Si este aspecto no se piensa
cuidadosamente, se obtendra un modelo jerérquico, estadisticamente ambiguo, es decir, que puede explicar
situaciones observacionales completamente diferentes™.

Puede demostrarse también que el efecto aleatorio (que representa el efecto-grupo, en este caso el efecto-pais)
satisface una propiedad estructural (que en adelante sera llamada relacidon estructural) que le da una
interpretacién sustantiva o que, al menos, puede traducirse en términos sustantivos o tedricos en el contexto de
las aplicaciones: el efecto aleatorio de un pais es igual a la diferencia entre (a) el puntaje predicho (o puntaje
explicado) de los individuos por sus respectivas covariables y el efecto aleatorio de ese pais, y (b) el puntaje
predicho de esos mismos individuos con las mismas covariables como si estuvieran en un pais promedio o de
efecto aleatorio nulo (pues se supone, en la especificacion del modelo, que la media del efecto aleatorio es
nula).

En términos operacionales, el pais promedio depende de la poblacion de paises que se considera en el analisis.
Esto implica que la comparacion de eficiencia entre paises, depende de la poblacion de paises utilizada, por lo
gue la medida de eficiencia es relativa. En consecuencia, un pais puede ser eficiente, en relacién a un conjunto
de paises determinado (por ejemplo, paises latinoamericanos), pero puede resultar ineficiente, en relacién a otro
conjunto de paises (por ejemplo, paises con indices de alfabetizacion lectora del 95%). Por ello es crucial
especificar en el analisis, el conjunto de paises con el que se hard la comparacion, pues las conclusiones
dependeran de las caracteristicas de dicho grupo.

La relacion estructural antes mencionada, permite dar una interpretacion adicional del efecto aleatorio: éste
resume las caracteristicas del pais que no estan representadas por las covariables y que a su vez permiten dar
cuenta de los resultados. Por lo tanto, al considerar un pais de referencia con efecto aleatorio nulo, la diferencia
antes mencionada puede entenderse como la eficiencia del pais: cuanto mas positiva es dicha diferencia, mas
eficiente es dicho pais comparado con otro que tiene una diferencia negativa. Este tipo de comparaciones tienen
sentido, pues se hace con un referente dnico.

15 Técnicamente, se trata de un problema de identificacion.



2 Resultados

En esta seccion se muestran los hallazgos obtenidos de la aplicacidn de las técnicas descritas, en la comparacién
de las distribuciones de puntajes observados y de puntajes predichos, utilizando covariables. El interés se centra
en comparar a Chile con sus pares latinoamericanos que rindieron la prueba de Ciencias PISA 2006 (en adelante
“PISA”).

En la primera parte, se presenta un analisis grafico de comparacién de las distribuciones de puntajes observados
de Argentina, Brasil, Chile, Colombia y Uruguay. Posteriormente, se ajustan modelos lineales jerarquicos,
utilizando distintas covariables para la explicacion de los puntajes, y finalmente, se comparan los puntajes
predichos entre paises, y las distribuciones por pais, con los modelos ajustados. Para el célculo de los puntajes
predichos se utilizan covariables, tanto a nivel de estudiantes, como de establecimientos.

2.1 Comparacion de los puntajes observados

En la Figura 3, se muestran las distribuciones de puntajes observados de Chile y los paises latinoamericanos que
participaron en PISA, superpuestas para cada uno de los paises™®. En este grafico se puede apreciar que Brasil se
ubica por debajo de los demas paises, mientras que Uruguay y Chile, estdn mas a la derecha de la escala de
puntajes. Ndtese que para estos dos Ultimos paises, las diferencias de puntaje no son uniformes a lo largo de la
escala. Por ejemplo, entre los 200 y 300 puntos, Chile obtiene mejores resultados que Uruguay, sin embargo, en
la zona media, es Uruguay quien obtiene mejores resultados. En la zona alta de puntajes (550 a 750), ambos
paises obtienen similares resultados. Este tipo de conclusiones no son posibles cuando sélo se reporta el
promedio por pais, como es habitual en esta clase de estudios.

Figura 3: Distribuciones de puntajes observados paises latinoamericanos participantes en PISA
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16 El puntaje de un estudiante fue considerado como el promedio de los 5 valores plausibles correspondientes a dicho
estudiante.



Tabla 1: Valor-p asociado al test de Kolmogorov-Smirnov utilizado en la comparacion de distribucion de puntajes observados

Paises comparados D Valor-p
Chile vs. Uruguay  0.021  0.46
Chile vs. Argentina  0.140  0.00
Chile vs. Colombia 0.219  0.00
Chile vs. Brasil 0.210 0.00

Ahora bien, para evaluar estadisticamente las diferencias entre las distribuciones de puntajes obtenidos por Chile
y el resto de los paises latinoamericanos, utilizamos el test de Kolmogorov-Smirnov. En la Tabla 1 se muestra el
valor-p asociado a cada uno de los test. De acuerdo con los resultados de la tabla, se puede concluir que no
existirian diferencias significativas entre Chile y Uruguay, pero si entre Chile y los otros paises latinoamericanos
participantes’. Se puede entonces afirmar que el rendimiento en Ciencias es mejor en Chile y Uruguay que en
los restantes paises de la comparacion. Ello, por cuanto sus distribuciones de puntajes estan a la derecha de las
distribuciones de Argentina, Brasil y Colombia.

2.2 Comparacion de puntajes predichos: variables utilizadas y modelos
ajustados

Antes de mostrar los resultados de esta comparacion, cabe aclarar que todos los modelos que se ajustan
incorporan un intercepto, denotado por Int. Ademas, se utilizan las siguientes covariables™:

e Género: Sexo del estudiante (donde, Hombre=0 y Mujer=1)

e CantLib: Cantidad de libros en el hogar (donde, 1=0-10 libros; 2=11-25 libros; 3=26-100 libros; 4=101-
200 libros; 5=201-500 libros, y 6=Mas de 500 libros)

e ImpCie: Importancia que se le da a las ciencias (donde, 1=Muy importante; 2=Importante; 3=De poca
importancia, y 4= sin importancia)

e Nse: Un proxy del nivel socioeconémico

e Ddcia: Tipo de establecimiento (donde, Privado=1 y Publico=0)

7 En el informe internacional PISA 2006 (OCDE, 2007b, pp.54 y siguientes), se reportan las medias en ciencias de cada
pais. En particular, en la Tabla 2.11b de dicho informe, se reportan las comparaciones entre las medias de los diferentes
paises. Para Chile se reporta un puntaje promedio de 438 puntos con una desviacién estandar igual a 4.3, mientras que para
Uruguay se reporta una media de 428 puntos con una desviacion estandar de 2.7. La diferencia entre Uruguay y Chile es,
segun este informe, estadisticamente significativa. Esto parece contradecir los resultados que reportamos en este trabajo. Sin
embargo, es importante recordar la advertencia que el mismo informe internacional hace acerca de las comparaciones
multiples. En la nota al pie nimero 13 (que aparece en la pagina 118 del mismo informe) se enfatiza que las comparaciones
multiples han sido reportadas para comparar el logro de un pais respecto de todos los restantes paises. La metodologia
estadistica de comparacion utilizada en PISA 2006, a diferencia de afios anteriores, no estuvo basada en el método de
Bonferroni. Sin este método, la probabilidad de afirmar equivocadamente que las diferencias son significativas aumentaré
con el nimero de paises que se comparan. De hecho, si se compara Bulgaria con Chile, Bulgaria tiene un promedio de 434
puntos (con una desviacion estandar de 6.1), es decir, un promedio mayor que el de Uruguay, pero que, segun el informe
internacional, no es significativamente diferente de Chile. La comparacion entre Chile y Uruguay estd basada en
comparaciones de distribuciones de puntajes, y no solo puntajes promedios (junto a sus desviaciones estandares); aunque las
distintas conclusiones pueden explicarse técnicamente, esta divergencia es una buena ilustracién del mensaje central de este
trabajo, a saber: basar las comparaciones en distribuciones de puntajes. A pesar de lo dicho, dejamos para discusiones
futuras el ahondar en las aparentes contradicciones.

'8 |os nombres originales de las variables, tal como aparecen en las bases de datos, fueron modificados por conveniencia de
exposicion.



Tabla 2: Modelos ajustados
Modelo 1: Int + u;
Modelo 2:  Int + Sexo + u;
Modelo 3: Int + Sexo + CantLib + u;
Modelo 4: Int + Sexo + CantLib + ImpCie + u;
Modelo 5:  Int + Sexo + CantLib + ImpCie + Nse + u;
Modelo 6: Int + Sexo + CantLib + ImpCie + Nse + Ddcia + u;

Tabla 3: indices de ajuste para modelos considerados

Modelol Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4 Modelo 5 Modelo 6
-2LogVer  3895531.11 3895337.54 3848934.74 3840488.76 3824543.21 3823996.12
AlIC 3895537.11 3895345.54 3848952.74 3840512.76 3824569.21 3824024.12
BIC 3895543.08 3895353.50 3848970.64 3840536.62 3824595.07 3824051.97

Estas covariables fueron elegidas por su relevancia en este tipo de estudios y, aunque se pudo haber incorporado
otras, se trat6 de utilizar aquellas que aseguraran datos en todos los paises, con el objeto de no reducir demasiado
el nimero de casos en la muestra, por datos faltantes™®.

En la Tabla 2 se muestra el total de modelos que se ajustaron para los analisis de comparacion, y en ella se puede
observar que las covariables son progresivamente incorporadas en los modelos.

En la Tabla 3 se muestran estadisticos de bondad de ajuste de los 6 modelos considerados. Segun ambos criterios
AIC y BIC, el Modelo 6 es preferible a los otros modelos®.

2.3 Evolucion de densidades de puntajes predichos por pais

A continuacion, para entender el rol de las covariables en la explicacion del puntaje predicho, se presentan para
cada pais, las distribuciones de dichos puntajes. En la Figura 4 se muestran las distribuciones de puntajes
predichos en cada uno de los paises, considerando los Modelos? 3, 4, 5 y 6. Ademas, se muestran las
distribuciones de puntajes observados.

De la Figura 4, en primer término, se puede apreciar que en Chile, los factores s6lo explican los puntajes que
estan entre los 350 y 550 puntos, aproximadamente. Los puntajes altos (mayores a 550 puntos) y bajos (menores
a 350 puntos), no son explicados por factores socio-econémicos. Por lo anterior, cualquier recomendacion que se
haga sobre la base de Chile, debe explicitar que responde a explicar puntajes en la escala media de habilidades
de Chile.

¥ por ejemplo, si se hubieran incorporado variables del tipo “;ha usado alguna vez un computador?” o “;con qué frecuencia
utiliza el computador?”, la base de datos habria perdido 50% de los casos.

20 \/alores pequefios son preferibles.

2! as figuras correspondientes a los modelos 1y 2, no se muestran por insuficiencia de espacio.



Figura 4: Evolucién de las densidades de puntajes predichos por los factores, incluyendo el efecto pais: (a) Argentina (b) Brasil (c)
Chile (d) Colombia (e) Uruguay
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Ahora bien, en cuanto a la comparacion con el resto de los paises, en la Figura 4 se puede observar que:

- El caso de Uruguay es similar al de Chile, mientras que, por ejemplo, en Brasil, el tramo de puntajes explicados
por los factores es menor (entre los 300 y 500 puntos).

- En Brasil, se aprecia que los factores explican los puntajes de estudiantes medios y bajos, pero no los mas
bajos. Es decir, no hay factores que den cuenta del comportamiento de los estudiantes con puntajes menores a
300 puntos.

- En Argentina, Colombia, Chile y Uruguay, las distribuciones de puntajes predichos son razonablemente
simétricas, mientras que la distribucion de Brasil es asimétrica a la izquierda, demostrando que en este pais, los
puntajes se concentran en la parte baja de la escala.

- En todos los paises, los modelos 5 y 6 producen practicamente la misma distribucion. Esto significa que para
estos paises, tanto el proxy del nivel socioeconémico como el tipo de colegio, entregan practicamente la misma
informacion.

Finalmente, cabe destacar que paulatinamente los puntajes predichos explican la variabilidad de los puntajes. En
efecto, como se sabe, a medida que se incorporan maés factores, la explicacién de los mismos “mejora”. Esta
mejora suele caracterizarse por medio de las varianzas al interior de cada pais (intra) y entre los paises (inter).
Como se observa en la Tabla 4, a medida que se incorporan mas factores, la varianza intra disminuye, mientras
que la varianza inter aumenta. Este aumento parece deberse al hecho de que s6lo se estan incorporando



Tabla 4: Varianzas inter e intra para modelos 3, 4, 5,y 6

Varianza | Modelo 3 | Modelo 4 | Modelo 5 | Modelo 6
Inter 1928.03 2193.74 | 2215.76 | 2173.64
Intra 6380.10 6215.36 | 5916.07 | 5906.08

covariables a nivel individual?. Por medio de los estimadores no-paramétricos de la densidad, no sélo se
entiende en qué consiste la mejora, sino ademas qué parte de la escala de habilidad observada se explica por
dichos factores.

2.4 Comparacion de los puntajes predichos por pais

Las Figuras 5 y 6 muestran como difieren las explicaciones proporcionadas por los factores (es decir, los
puntajes predichos), cuando se usan los modelos 3 y 6 en todos los paises en comparacion. En efecto, como se
puede apreciar, pese a la incorporacién de covariables, las diferencias entre paises persisten. Tomando como
referencia el modelo 6, es claro que Brasil estd por debajo del resto de los paises, mientras que Chile y Uruguay
poseen distribuciones mas a la derecha en la escala de puntajes.

La Tabla 5 muestra los valores-p asociados al test de KS que compara a Chile con el resto de los paises

latinoamericanos. Nuevamente no existiria diferencia estadisticamente significativa entre Chile y Uruguay, lo
cual se refleja de forma clara en la Figura 6.

Figura 5: Comparacion de los puntajes predichos por los factores incluyendo el efecto pais para modelo 3
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22 Se ajustaron otros modelos con més covariables, y las varianzas inter disminuyeron; pero, como ya fue mencionado, la
base de datos disminuy6 fuertemente debido a la alta cantidad de no respuesta.



Figura 6: Comparacion de los puntajes predichos por los factores incluyendo el efecto pais para modelo 6
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Tabla 5: Valor-p asociado al test de Kolmogorov-Smirnov utilizado en la comparacion de distribucion de puntajes
predichos utilizando el Modelo 6

Paises comparados D Valor-p
Chile vs. Uruguay 0.034  0.34
Chile vs. Argentina 0.387  0.00
Chile vs. Colombia 0.353  0.00
Chile vs. Brasil 0.266  0.00




2.5 Comparacion de puntajes predichos por pais bajo iguales
condiciones

Como se menciond anteriormente, es posible predecir los puntajes por pais bajo condiciones similares, esto es,
como si los estudiantes perteneciesen a un pais promedio.

Si se compara la Figura 7 con la Figura 4, se aprecia que los puntajes predichos por los factores con efecto pais
nulo, estan mas a la derecha que los puntajes predichos por los factores, incluyendo el efecto pais. La diferencia
que se genera entre estos puntajes sirve para comparar eficiencias por pais.

Las figuras 8 y 9 muestran las densidades de estos puntajes predichos por las covariables incluidas en los
modelos 3 y 6. De las figuras se puede apreciar que todas las distribuciones de los puntajes predichos se acercan
y tienden a explicar un mismo rango de puntajes. Este no era el caso en los resultados reportados en la seccion
anterior (ver figuras 5y 6).

Asi, por ejemplo, la distribucion de puntajes predichos de los estudiantes brasilefios, quienes mostraban puntajes
en la parte baja de la escala, se acerca mucho a las distribuciones de puntajes de estudiantes chilenos y
uruguayos, cuando se establece como si todos estos estudiantes pertenecieran a un pais promedio comdn.
Igualmente, si se toma como referencia el modelo 6 (Figura 9), se puede concluir que en general, los estudiantes
brasilefios con bajo rendimiento (es decir, que estan en la izquierda de la escala de puntajes), son de mas bajo
rendimiento cuando se los compara con los estudiantes chilenos y uruguayos, siempre bajo el escenario de que
pertenezcan a un pais promedio comun.

Figura 7: Evolucion de las densidades de puntajes predichos por los factores, en un pais de efecto nulo: (a) Argentina
(b) Brasil (c) Chile (d) Colombia (e) Uruguay
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Figura 8: Comparacion de los puntajes predichos por los factores, en un pais de efecto nulo para el modelo 3
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Figura 9: Comparacion de los puntajes predichos por los factores, en un pais de efecto nulo para el modelo 6
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Tabla 6: Prediccion del efecto de los paises americanos que participaron en PISA 2006 y pais con efecto cercano a 0

Modelo Pais uj  s.e(y) G.L t-valor  p-valor
Argentina -54.95 6.12 323109.00 -8.98 0.00
Brazil -53.11 6.04 323109.00 -8.79 0.00
Canada 49.50 6.00 323109.00 8.24 0.00
Chile -21.69 6.09 323109.00 -3.56 0.00
Modelo 3  Portugal 0.00 6.11 323109.00 0.00 1.00
Colombia -61.17 6.11 323109.00 -10.01 0.00
México -38.95 6.00 323109.00 -6.49 0.00
Estados Unidos  13.81 6.08 323109.00 2.27 0.02
Uruguay -28.48 6.11 323109.00 -4.66 0.00
Argentina -58.57 6.50 323106.00 -9.00 0.00
Brazil -58.03 6.44 323106.00 -9.02 0.00
Canada 47.26 6.40 323106.00 7.38 0.00
Chile -26.90 6.48 323106.00 -4.15 0.00
Modelo 4  Luxemburgo 1.22 6.49 323106.00 0.19 0.85
Colombia -67.96 6.50 323106.00 -10.46 0.00
México -43.80 6.39 323106.00 -6.85 0.00
Estados Unidos ~ 11.22 6.47 323106.00 1.73 0.08
Uruguay -30.93 6.50 323106.00 -4.76 0.00
Argentina -60.18 6.53 323105.00 -9.22 0.00
Brazil -56.41 6.47 323105.00 -8.72 0.00
Canada 43.01 6.43 323105.00 6.69 0.00
Chile -22.16 6.50 323105.00 -3.41 0.00
Modelo 5 Luxemburgo 3.88 6.51 323105.00 0.60 0.55
Colombia -66.57 6.52 323105.00 -10.21 0.00
México -42.56 6.43 323105.00 -6.62 0.00
Estados Unidos 6.57 6.50 323105.00 1.01 0.31
Uruguay -30.08 6.52 323105.00 -4.61 0.00
Argentina -62.19 6.47 323104.00 -9.61 0.00
Brazil -56.36 6.40 323104.00 -8.80 0.00
Canada 44.31 6.37 323104.00 6.95 0.00
Chile -26.33 6.45 323104.00 -4.08 0.00
Modelo 6 Iceland -2.21 6.48 323104.00 -0.34 0.73
Colombia -67.01 6.46 323104.00 -10.37 0.00
México -42.61 6.36 323104.00 -6.70 0.00
Estados Unidos 7.72 6.44 323104.00 1.20 0.23
Uruguay -30.09 6.46  323104.00 -4.66 0.00

Este fendmeno ayuda a interpretar facilmente la estimacién de los efectos aleatorios por pais reportados en la
Tabla 6. En esta tabla, ademas de los 5 paises antes considerados en la comparacidn, se agrega el resto de los
paises americanos participantes en PISA 2006 (Canada, México y Estados Unidos), ademas de los paises cuyo
efecto se encuentra méas cercano a O (en gris). A partir de esta tabla, cabe destacar que las
predicciones/estimaciones de los efectos aleatorios son bastante precisas (el error estandar es al menos 9 veces
mas pequefio que la estimacién correspondiente); salvo para el caso de los paises cuyo efecto es cercano a 0. La
no significacion del efecto de estos paises, parece enfatizar el hecho de que el pais de efecto nulo o promedio es
s6lo una referencia que tiene sentido en la especificacion del modelo jerarquico®. En efecto, se observa que para
los efectos aleatorios predichos, se tiene:

QLC()lornbia < /u’Argentina < u’Brasil < u’Mexico < Iu‘Uruguay < uChile‘

Las desigualdades antes observadas, implican que Colombia obtendria puntajes mas bajos que el resto de los
paises en comparacién, mientras que Chile obtendria los mejores resultados. Una pregunta natural es entonces
qué tan bajos son los resultados de Colombia y qué tan altos son los de Chile, respecto del resto de los paises.

2 Técnicamente, se trata de un efecto aleatorio no observable.



Teniendo en cuenta la interpretacion estructural del efecto pais, es posible responder a estas preguntas. En
efecto, los puntajes predichos de los colombianos, respecto de Colombia son mucho menores que los puntajes
predichos de los mismos estudiantes como si estuvieran en el pais con efecto nulo. Para Uruguay y Chile no
ocurre de la misma manera. Por tanto, se puede concluir que Colombia es muy ineficiente al comparar su logro
predicho con el que obtendria al estar en las condiciones de un pais con efecto nulo (condiciones que no estan
representadas por las covariables, sino por caracteristicas del pais no incluidas en las covariables), mientras que
Chile y Uruguay son mas eficientes, pues sus logros se parecen al que obtienen, al estar sus estudiantes en un
pais con efecto nulo. Conclusiones similares se pueden obtener considerando, por ejemplo, México, Uruguay y
Chile o cualquier otra combinacion de paises.

3 Conclusiones

Uno de los objetivos que persigue la comparacién de rendimiento entre paises, es dar la posibilidad a un pais
particular, de aprender de otro con mejor rendimiento y, eventualmente, también, de no repetir o consagrar
errores de paises con peores rendimientos. Dado lo anterior, resulta vital que las comparaciones se realicen bajo
iguales condiciones, pues de lo contrario no es posible sugerir acciones educacionales en el marco de una
politica publica. En caso de estar en iguales condiciones, no hay que olvidar que las politicas que se desprendan
de los andlisis s6lo son sugerencias, dado el caracter observacional de la informacion disponible; esto es, si para
un pais determinado, un factor especifico tiene un efecto importante sobre el puntaje PISA, esto no debe
interpretarse en términos causales diciendo que "si dicho factor aumenta, entonces el puntaje aumentard”. Sélo
podemos constatar relaciones entre factores y rendimiento, y monitorear dicha relacion en aplicaciones sucesivas
de la misma prueba.

En este estudio se logra (mediante el uso de modelos lineales jerarquicos), establecer comparaciones bajo iguales
condiciones. El anélisis se enfoca principalmente en la comparacion entre Chile y los otros paises
latinoamericanos, permitiendo obtener las siguientes conclusiones, a considerar como insumos de eventuales
politicas publicas:

- Existen paises con rendimientos en PISA muy superiores a los chilenos.

- El rendimiento de Chile en PISA, es superior al de la gran mayoria de los paises latinoamericanos.

- Colombia es ineficiente, comparado con Chile y Uruguay.

- Chile y Uruguay son igualmente eficientes.

- El rendimiento de estudiantes pertenecientes a distintos paises, en condiciones similares, es muy
parecido.

Considerando esta informacion, podria decirse, por ejemplo, que Chile constituiria un ejemplo “a imitar” por
Colombia, si este dltimo quisiera tener una eficiencia como la chilena. Pero ¢qué deberia hacer Colombia para
lograr una eficiencia como la de Chile? Por de pronto, no podria considerar las covariables que ayudan a explicar
los diferentes rendimientos, pues la eficiencia se debe a lo que no est& contenido en dichas covariables. Solo si
se encontrara un pais tal, que su efecto pais fuera muy cercano a cero, entonces se podria caracterizar la
eficiencia en términos de los valores tomados por dichas covariables, pero los datos disponibles no permiten
hacerlo.

Es importante destacar aqui que estas conclusiones se basan en comparaciones entre distribuciones de puntajes
predichos, y no s6lo entre distribuciones de puntajes observados. Las comparaciones se basan precisamente en
los puntajes predichos, porque de esa manera se puede incluir en las comparaciones los factores que ayudan a
explicar la variabilidad de los rendimientos en PISA (es decir, la distribucién de puntajes observados). Si s6lo se
realizaran comparaciones utilizando rendimientos observados, entonces solo restaria describir las diferencias
entre las distribuciones de dichos puntajes. Pero dado que el foco es proporcionar informacion para sugerir



acciones de politica publica, es fundamental usar las predicciones, es decir, utilizar lo que efectivamente se logra
explicar de la variabilidad observada.

Ahora bien, en términos del aporte del método utilizado, se pueden concluir dos aspectos importantes, a ser
considerados cuando se elaboren recomendaciones educativas, a partir de resultados comparados:

1. La eficiencia que presenta un pais respecto de otro, no esta explicada por las covariables utilizadas, sino por
otras consideraciones. Por lo tanto, el desafio institucional es detectar un pais muy eficiente (por ejemplo,
Finlandia, que efectivamente tiene un efecto muy por encima del valor de referencia 0) e ir a observar, no lo que
las covariables informan, sino lo que se desprende de otros aspectos no considerados en estas covariables®.

2. Los puntajes predichos por los factores, incluyendo el efecto pais, explican sélo la parte “media” de la escala
de habilidades observadas. Se requiere, por tanto, detectar covariables que permitan explicar los puntajes
superiores e inferiores. Por tanto, una accién de politica publica es observar los medios socio-culturales de los
altos y bajos puntajes, a fin de generar indicadores que puedan ser aplicados sistematicamente.

Asi, los factores que se han utilizado en este estudio, no dan cuenta de toda la variabilidad observada en el
rendimiento educacional. Esto puede considerarse como una insuficiencia en la medicién de factores asociados
al rendimiento, e invita a enriquecer los cuestionarios; pero por otro lado permite afirmar que la variabilidad en
el rendimiento de un pais, no se agota en los factores asociados. Esta sola constatacién puede ayudar a ampliar
los limites de accion de la politica publica, aunque no permite sefialar qué otras areas puede abarcar. De ahi
entonces que sea necesario insistir en la necesidad de enriquecer los indicadores en los cuestionarios y encuestas
educacionales, de manera de intentar medir comportamientos individuales aun no explicados. Esta es
ciertamente una accién de politica publica, pues requiere el acuerdo entre los paises para generar comisiones de
expertos que propongan nuevos indicadores. Una vez propuestos y validados estos indicadores, se requiere el
acuerdo de los paises para integrarlos en cuestionarios futuros, y finalmente, se requiere una discusion de los
eventuales hallazgos. Se tiene la certeza de que se trata de una empresa de largo aliento, pero al menos invita a
ampliar los horizontes de los andlisis, mejorar las explicaciones estadisticas y eventualmente obtener mayor
informacidn para sugerir politicas publicas.

* Puesto que se trata de estudios observacionales, serd imprescindible consignar dicha informacién en cuestionarios
posteriores para asi obtener evidencia empirica de la eventual importancia de dicho factor.



Anexo 1: Construccion del histograma

Cada intervalo se construye a partir de los valores o y h, ademas de un entero 2 (positivo, cero o negativo)
mediante la formula:

I, = [xg + mh,zo + (m + 1)h).

Una vez determinados los intervalos, se construye el histograma de la siguiente forma: parai = 1, ..., n,
siendo n el nmero de observaciones disponibles:

Trn

; 1 o 1<
f(z) = —(nro. de X; en el mismo inervalo que =) = — Zw(X,—).
nn
i=1

donde w(X;) = 1si X, esta en el mismo intervalo que z, y w(X;) = 0 en caso contrario. Notese que el valor del
histograma en cada intervalo es proporcional a la cantidad de observaciones que se incluyen en dicho intervalo.
La fraccion inicial ”17 es un ajuste necesario para que el area de todas las barras sumen 1 (Silverman, 1986).

Anexo 2: Construccion del estimador Kernel.

El estimador de Kernel se define como:

donde h es el pardmetro de suavizamiento y K es la funcion de Kernel. El estimador consiste en un promedio de
distribuciones normales centradas en cada observacion, con varianza i,

Anexo 3: Detalles técnicos de la eleccion de los pardmetros involucrados en la estimacion Kernel

Midiendo el error de estimacion

Para expresar mas formalmente la idea de minimizar la distancia entre [y f, supongamos que se posee una
muestra X...., X,, de observaciones independientes provenientes de una distribucion continua f. La idea

central consiste en medir la distancia entre la estimacion kernel f' y la verdadera densidad f y luego elegir h 'y
K tales que minimicen dicha distancia. Una medida de la discrepancia entre estas funciones en cada punto, es el
Error Cuadratico Medio (£'C M). Su definicidn es:

!"]C';“vf.,.(_f) = {H(f'(:rr)) — f(z)}* + L-’n.-r(_f(;:r)) = h‘f.’..‘-ﬁ_(,-'()z(f(,!,‘)) + varianza( f(x)).

La ecuacion anterior muestra que el error de estimacion se puede separar en dos componentes: el sesgo elevado
al cuadrado (que mide la distancia entre el valor estimado del Kernel en un punto dado y el valor verdadero de la
densidad en ese punto) y la varianza del estimador en el punto. EI EC M, est4 definido para cada x fijo, de
manera que ofrece una medida de error puntual o local. Para tener una nocién global del error de estimacion, se
puede recurrir al Error Cuadratico Medio Integrado (EC M I), que se define como:

ECMI = / ECM,(f)dz = / {E(f(z)) — f(x))}dz + / Var(f(z))dz.



El EC'M I también se descompone en el sesgo al cuadrado integrado y la varianza integrada. Se busca que
FECMI sea lo mas pequefio posible. Para este efecto, la eleccion de K no es demasiado relevante, por lo que
nos concentraremos en analizar el efecto de / sobre el error.

Sesgo versus varianza

Para simplificar el andlisis consideraremos A una funcidn de densidad simétrica con esperanza cero y varianza
o, En primer lugar, ndtese que el sesgo no depende del tamafio muestral sino s6lo de /. En efecto, se puede
demostrar que

sesgoy, = Ff(_f(;:;)) — f(x) = %{/ f\"(;j: ; y_)f(y](ﬁy} — f(x).

Esta conclusién es interesante pues indica que el sesgo no puede ser eliminado, aumentando el tamafio de la
muestra. A continuacion se presentan aproximaciones del sesgo y la varianza integrados.

o sesgo,(x)de ~ th* [ f"(x)dz.

o V(f(z))=nth™1

Estos dos elementos sumados, conforman el £'C'M I. Mediante estas formulas se puede entender el principal
problema de la estimacion de densidades: si se intenta reducir el sesgo al cuadrado integrado, se deberia escoger
h muy pequefio, lo que implicaria una varianza integrada grande. En otras palabras, la eleccién del parametro de
suavizamiento implica un compromiso entre sesgo Yy varianza, y esto es cierto para cualquier método de
estimacion de densidades que se quiera utilizar.

Eleccion del parametro de suavizamiento 6ptimo
El valor de A 6ptimo se obtiene minimizando el £/C' M . Este procedimiento nos lleva al valor:

hopt = ﬁ.:._,_'f’{/ fi'(!.)Qril}é{f _]w(;::)?rl;::}_%ﬂ._%.
Sin embargo, no es posible obtener h.,,; pues, en la practica, f es desconocida. Por ello, es necesario explorar
formas alternativas para la eleccion de h. EI método que se utilice para elegir el parametro de suavizamiento,
depende mucho del propésito para el cual se esta estimando la densidad. Si se trata de una primera aproximacion
a los datos para plantear posibles modelos o hipotesis, es suficiente probar distintos valores de & y elegir uno en
forma arbitraria. Para el lector que esté interesado en una forma automatica de elegir &, se puede emplear el
enfoque propuesto por Silverman (1986). Este consiste en reemplazar f () por la densidad normal con media
cero y varianza . Si ademas se usa un kernel normal, el valor de hept queda dado por:

- . _l
hopt = 1.060n75.
En esta formula el Gnico valor desconocido es o2, el cual puede ser estimado a partir de la varianza muestral.

Anexo 4: Especificacion de los modelos lineales jerarquicos utilizados

Denotando por Y;; al puntaje del individuo ¢ perteneciente al pais j, y .X;; al vector que contiene las covariables
individuales e institucionales, los modelos lineales jerarquicos se especifican de la siguiente manera:

(S’:! | )ir,";'. 'H.J') ~ N(ju + !-"-y_)(u + Uy, 0'2). } =1.....J,1=1,..., Ty

(u; | Xij) ~N(0,72), j=1,..... J.

donde el simbolo | significa “condicional a”, y «; es el efecto del pais j. Se supone ademas que los w; son
mutuamente independientes, condicionalmente a todas las covariables, y los Y;; son mutuamente independientes,
condicionalmente a los efectos aleatorios y a todas las covariables. Por ejemplo, si a nivel de individuo tenemos



el género como covariable (que denotamos por (), su nivel educacional (que denotamos por N ED;;) y el tipo
de establecimiento educacional al cual asiste (que denotamos por T'C';), entonces

(Yij | Gijy NEd;j, TCj uj) ~ N (o + p1Gij + foN Edij + 3T C;. o).
(uj | Gij. NEd;;. TC;) ~ N(0,72),

donde 7=1,..... Jei=1,..., n;. EI primer nivel especifica la parte del puntaje Y7; que puede explicarse
con los factores antes mencionados, ademas del efecto-pais u; esto es,

E(}fu | GI,'J'. JF\'TE;'J'. TCYJ ‘U.J') = ))U + _51 Gf,'J' + _a"'jj J'T\'TE,'J' + _a"'f;;TC?J + Uj.

Aqui, "la parte de Y;; que es explicada por los factores y el efecto pais” es lo que técnicamente se llama
esperanza condicional, y es denotada por £(Y;; | G,;, NE;;, TC}, u;). La "parte no explicada de Y;;" es lo que
técnicamente se Ilama error de medicion, y estéa definido como

€ = }fr_’, — E(}:J | C;,'J'. J'T\'FE,'J.T(;{J.'H-J).

Es decir, corresponde a la diferencia entre lo que se quiere explicar (en este caso, el puntaje Y;;) y la parte que se
logra explicar con los factores (incluido el efecto pais).

Se puede verificar que, si todas las variables aleatorias incluidas en el modelo tienen varianza finita, el error de
medicion no est4 correlacionado con la esperanza condicional de Y;; dado los factores (incluyendo el efecto

pais). Esta correlacion nula significa que lo explicado por los factores no comparte informacion con el error de
medicion.

Aspectos estructurales de los modelos

De acuerdo con el Principio de Verosimilitud (Basu, 1975), los parametros de un modelo deben interpretarse
respecto del modelo estadistico, que es el que caracteriza las observaciones bajo estudio. Cuando se asume un
modelo con efecto aleatorio, el modelo estadistico (que se obtiene después de promediar respecto de la
distribucién de probabilidad del efecto aleatorio) tiene una estructura determinada que busca explicar las
observaciones. En particular, dado que los errores ¢;; son no correlacionados entre si y ademas no

correlacionados con w;, se puede demostrar que (Snijders y Bosker, 1999)
cov(Yi;, Yij | Xij) = 72 i # i

Es decir, una vez que se ha promediado respecto de la distribucion de probabilidad del efecto aleatorio, el
parametro 72 representa la covarianza que existe entre las mediciones de cada pais y no, como suele
interpretarse, la varianza del efecto aleatorio. Evidentemente, 72 representa la varianza de w; en el modelo que
genera u;, pero el foco estadistico es explicar las observaciones por medio de distribuciones de muestreo, por lo
que los parametros de interés deben interpretarse respecto de esta Gltima distribucion. Esto lleva a concluir que,

usar un modelo con efecto aleatorio significa modelar la correlacién que se asume que existe entre las
mediciones de un mismo pais.
Puede demostrarse que el efecto aleatorio satisface la siguiente propiedad estructural:

u; = E(Y;; | Xij,u;) — E(Y;; | Xij), paratodoi=1,.... n;.



Puesto que E[E(Y;; | Xij.uj) | Xij] = E(Y;; | Xi;), entonces E(Y;; | X;;) corresponde al “promedio” de los
puntajes predichos de los individuos por sus respectivas covariables y el efecto aleatorio del pais j. Este
“promedio” es respecto de la distribucion del efecto aleatorio «;. Por lo tanto, la relacion estructural significa
que el efecto aleatorio del pais j es igual a la diferencia entre: (a) el puntaje predicho de los individuos por sus
respectivas covariables y el efecto aleatorio de ese pais, y (b) el puntaje predicho de esos mismos individuos con
las mismas covariables, como si estuvieran en un pais promedio.

A fin de enfatizar el sentido de esta relacién estructural, consideremos dos paises, denotados por j = 1y 7 = 2.
Entonces:

up = E(Yy | Xiou) = E(Yi | Xa), Uy = E(Yio | Xig,uz) — E(Yia | Xi2).

Para el pais 1, u; corresponde a la diferencia que hay entre: (a) los puntajes predichos de los individuos del pais
1 por sus covariables X, y el efecto u4, y (b) los puntajes predichos de esos mismos individuos por sus mismas
covariables. Lo mismo para el pais 2. Asi, esta diferencia respeta las particularidades de cada pais, al mismo
tiempo de realizar la comparacion respecto de una referencia comun, a saber, un pais promedio caracterizado por
un efecto aleatorio 0.

Finalmente es importante mencionar que las covariables no estan correlacionadas con el efecto aleatorio. En
efecto,

el Xa F =coulEt = Xa )Gl =-—con(0:-Xit) =10

Esto significa que las covariables incluidas en el modelo no comparten informacién comun. Dicho de otra
manera, todo lo capturado en los factores o covariables, no esta capturado por el efecto aleatorio, y viceversa.
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